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INTRODUCTION

Le mot topologie vient du grec topos et logos qui signifient « lieu » et « étude » ; mot & mot, ¢’est donc
« I’étude du lieu ». Plus précisément c’est I’étude de la notion de proximité : comment dire précisément
si deux points d’'un espace sont proches I'un de 'autre, i.e. voisins, ou si une suite de points tend vers
un point donné? La topologie tente de donner un sens précis a la notion de voisinage, de limite et
de fonction continue entre deux espaces (i.e. de fonction qui préserve la notion de voisinage). Nous
verrons qu’'un espace topologique est un espace ou il existe une notion tres abstraite de voisinage.

Les espaces topologiques les plus simples sont les espaces métriques introduits par Maurice Fréchet
(1906) qui possédent une notion de distance : il est facile de dire si deux points sont proches si
I'on dispose d’une distance mesurant leur éloignement. Ce sont les espaces que nous allons étudier
principalement dans ce cours. Nous parlerons aussi brievement des espaces topologiques, qui furent
introduits par Felix Hausdorff (1914) et Kazimierz Kuratowski (1922).
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CHAPITRE 1

ESPACES METRIQUES

Quelques inégalités

Lemme 1.1 (Moyennes géométrique et arithmétique) Soit A un réel de |0, 1[. Pour tous réels z ety
strictement positifs, on a

A< e+ (1= Ny

Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder) Soient p et q deux réels positifs vérifiant 1/p +1/q = 1. Pour
tous réels positifs x1,...,Tn €t Yi,...,Yn, ON G

n n 1/p n 1/q
Z Tl < (Z xf) (Z yf)
=1 =1 =1

Remarque. Si p et g sont égaux a 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Théoréme 1.3 (Inégalité de Minkowsky) Soit p > 1 un réel. Pour tous réels positifs x1,...,x, et
Yiy---3Yn, O 4
n 1/p n 1/p n 1/p
<Z($z’ + yi)p> < (Z wf) =+ (Z yf)
i=1 i=1 i=1

Théoréme 1.4 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Soit E un R-espace vectoriel, et { | ) une forme bili-
néaire symétrique positive sur E. Pour tout x ety dans E, on a

[(z|y)| < (z]z) 2 (y|y) /2

Vocabulaire de base
Définition 1.5 (Distance) Soit X un ensemble. On appelle distance sur X toute application d de
X x X dans RT qui vérifie les trois propriétés suivantes :

1. Séparation. Pour tout x et y dans X, on a d(x,y) = 0 si et seulement si z = y.

2. Symétrie. Pour tout x et y dans X, on a d(z,y) = d(y, x).

3. Inégalité triangulaire. Pour tout x, y, et z dans X, on a d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Remarque. Si d est une distance sur X, pour tout =, y et z dans X, on a 'inégalité
|d(@,y) — d(z,2)| < d(y, 2).

Définition 1.6 (Distances équivalentes) Soient d; et dy deux distances sur un ensemble X. On dit
que dq et do sont équivalentes s’il existe deux réels a et § strictement positifs tels que, pour tout = et
y dans X, on ait

d1($7y) <Oé'dZ(x7y) et dg(l',y) gﬁdl(:ﬁ’y)
Remarque. Cela définit une relation d’équivalence sur ’ensemble des distances sur X.

Définition 1.7 (espace métrique) On appelle espace métrique tout couple (X,d) ot X est un en-
semble et d est une distance sur X.
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Définition 1.8 (isométrie) Si (X,d) et (Y, ) sont deux espaces métriques, et f : X — Y une appli-
cation, on dit que f est une isométrie si c’est une bijection qui conserve la distance, c’est-a-dire si
pour tout z et y de X on a

5 (f(x), f(y)) = d(z,y)

On dit alors que X et Y sont isométriques.

Remarque. « Etre isométrique » est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’espaces métriques.

1.3 Exemples d’espaces métriques

Exemple 1.9 (distance discrete) X est un ensemble quelconque muni de la distance

Osiz=y
lsiz#y

Exemple 1.10 (degré de parenté) X est la population de la Terre, munie de la distance qui & deux
individus x et y associe le chemin le plus court qui les relie dans ’arbre généalogique.

d(l‘,y) = {

Exemple 1.11 X = R muni d’une des deux distances suivantes

distance usuelle : d(z,y) = |x — y|

distance bornée : §(x,y) = 1’f|y’|
r—y

Exemple 1.12 X = R2. Soient z et y dans X, et 1, 22 et y1,y2 leurs coordonnées.

distance de Manhattan : di(x,y) = |v1 — y1| + |22 — y2
. . 2 2\ 1/2
distance euclidienne : do(x,y) = (\:El —y1|° + |x2 — Y2 )
distance infinie : doo(2,y) = max {\ml —y1l, |z2 — y2|}
distance SNCF : dgncor(z,y) = da(z,0) + da(y,0) si z et y sont distincts, et 0 sinon

Exemple 1.13 X = R". Si z et y sont dans X, on appelle z1,...,x, et y1, ...,y leurs coordonnées.
Trois distances sur X :

1/2
Z!wz yil,  da( (Zm yz> et doo(2,y) = max |o; - Yil

Exemple 1.14 X = R[X]. Si P et @ sont dans E, on pose P(X Z ap X" et QX Z b X"
n 1/2
Q) => lap —bxl, da(P,Q) = (Z\ak—bk! > et doo(PaQ):OIEIEE( |ar, — b
k=0 <ksn

51(P.Q) = / P(H)-Q(1)dt, (/ P(t) |dt)1/2 et 6m(P,Q) = sup |P(x)-Q(x)

z€[0,1]
Exemple 1.15 X = MR(R) Si A et B sont dans X, on pose A = (aij)lgi’jgn et B = (bz’j)lgi,jgn'
1/2
Z Z laij —bij|,  da( Z Z |ai; — ZJ et doo(A, B) = sup |ai; — bij
i=1j=1 i=1j=1 Isi,jsn

Exemple 1.16 X = C°([0,1],R). Soient f et g dans X.

1/2
50 = [ 150~ gldt, daf (/ 1e 2dt> ct du(f.9) = sup /(@) =g(z)

z€[0,1]
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Exemple 1.17 X = (*°(N,R), ensemble des suites bornées a valeurs réelles. Si u et v désignent les
suites (up)nen €t (vp)nen, on pose

doo(ua U) = Sup‘un - Un|
neN

Exemple 1.18 X = /}(N,R), I'espace des suites & valeurs réelles dont la série est absolument conver-
gente. On définit

+0o0
di(u,v) = ) up — vnl
n=0

Exemple 1.19 X = (?(N,R), I'espace des suites & valeurs réelles (uy)nen de « carré sommable »,

c’est-a-dire telles que la série de terme générale (|“"|2)n o SOit convergente.

+oo 1/2
da(u,v) = (Z |un — vn|2>
n=0

Exemple 1.20 (distance sphérique)

Exercice. Montrer que toutes ces applications sont des distances. quelles sont les distances qui sont
équivalentes 7 Parmi tous ces exemples, quels sont ceux qui sont des espaces vectoriels 7

Exemple 1.21 (espaces vectoriels normés) Si E est un R-espace vectoriel, on appelle norme sur E
une application N : E — RT qui vérifie les trois propriétés suivantes :

1. Séparation. Pour tout = dans E, on a N(x) = 0 si et seulement si z = 0.
2. homogénéité. Pour tout x dans E et tout A dans R, on a N(Az) = |A|N(z).
3. Inégalité triangulaire. Pour tout x et y dans E, on a N(z +y) < N(z) + N(y).
On dit alors que (E, N) est un R-espace vectoriel normé, et on utilise souvent la notation ||z|| pour

N(x). Montrer que d(x,y) = ||z — y|| définit une distance sur E (on dit que c’est la distance associée a
la norme N). Dans les exemples précédents, quelles sont les distances qui sont asssociées & une norme ?

Remarque (norme et distance).

1. Pour parler de norme, il faut étre dans un espace vectoriel.

2. Une norme, c’est beaucoup plus fort quune distance.

Exemple 1.22 (distance de longueur, espace géodésique) Dans un espace métrique, il est parfois pos-
sible de définir la longeur ¢(7) d’un chemin 7 entre deux points, et donc de parler de « plus court
chemin » entre deux points. On appelle espace géodésique ces espaces métriques. Dans un espace géo-
désique, on peut donc naturellement définir une nouvelle distance dy(z,y), la longueur du plus court
chemin entre x et y. Cette distance est appelée distance de longueur.

Plus précisément, soit (X, d) un espace métrique, x et y deux points de X. Un chemin dans X entre
x et y est une application continue vy : [0,1] — X avec v(0) = x et v(1) = y. On dit que s est une
subdivision de [0, 1] si s set une suite finie s1,..., 8,41 avec 0 = 51 < s < -+ < $p41 = 1 et on note
S lensemble des subdivisions de [0, 1]. On définit la longueur de ~ par

n(s)
0y) =sup > d(v(s:), v (si41))

SGS i=1
On a donc
d(z,y) < £(v)

Lemme 1.23 (effet d’un reparamétrage) Soient v et vo deux chemins de x da y. Si ¢ : [0,1] — [0,1]
est une bijection continue telle que y1 = vy 0 ¢, alors £(y1) = £(y2).

Si 1 et 79 sont deux chemin, le premier de = a y, et le second de y a z, on appelle concaténation
des chemins 7, et y2 l'application 172 : [0,1] — X définie par

2t) si t est dans [0, £
7m_{mu 0.4

Y2(2t — 1) si t est dans [1, 1]
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Lemme 1.24 17, est un chemin (continu) de x a z, et

£(y172) = £(71) + £(72)

On dit que (X, d) est connexe par arcs rectifiables si pour tout z et y dans X, il existe un chemin
~v de x a y de longueur finie.

Proposition 1.25 (« plus court chemin ») Si (X, d) est connexe par arcs rectifiables, lapplication dy
définie par
de(z,y) = inf ((v)

vy chemin de x d y

est une distance sur X. On l'appelle distance de longueur associée a d. Elle vérifie
d<d; et (dg)y=dy

Un espace métrique (X, d) est géodésique si pour tout z et y de X il existe un chemin de x & y de
longueur égale a d(x,y), ou de maniére équivalente si d = dy et si I'inf est atteint . Par exemple, tout
espace vectoriel normé et plus généralement toute partie convexe d’un espace vectoriel normé est un
espace géodésique : le segment de droite reliant deux points est un plus court chemin entre ces points.

Obtention de distances

d(z,y)

Proposition 1.26 (distance bornée) Si d est une distance sur X, alors §(z,y) = TFd@y)
T,y

définit
ausst une distance sur X et d < 1.
Proposition-définition 1.27 (distance induite) Soit (X, d) un espace métrique, ¥ un sous-ensemble

de X. La restriction de d & Y définit une distance sur Y, appelée distance induite sur Y par d, et
notée dy (ou souvent abusivement d).

dy : YxY — R
(z,y) = dz,y)

Proposition-définition 1.28 (distance produit) Soient (X1,dy),..., (X,,d,) des espaces métriques,
et soit X le produit cartésien X7 x --- x X,,. L’application d,, définie ci-dessous est une distance sur
X. Ainsi, (X, o) est un espace métrique.

b XxX —s RF
(z,y) = maX{di($i,yi)}

1<i<n

Remarque. On peut définir sur X deux autres distances d; et do équivalentes a do, en posant pour
x et y dans X

n

n 1/2
Su(z,y) = di(ziyi) et da(x,y) = (Zdi(xiayi)2>
i=1

i=1

Plus généralement, on définit d,(x,y) pour tout entier p > 1 en posant :
n 1/p
p(z,y) = (Z dz‘(%yi)p)
i=1
Exercice. Montrer que les distances 1, ds et do, sont équivalentes sur X; X --- x X,,.

Notions métriques

Pour la suite, (X, d) désigne un espace métrique.
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1.5.1 Boules
Définition 1.29 (boules, sphere) Soit a un élément de X, et r > 0. On appelle

1. boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble B(a,r) = {z € X : d(z,a) < r},
2. boule fermée de centre a et de rayon r 'ensemble B'(a,r) = {x € X : d(z,a) <1},
3. sphére de centre a et de rayon r ensemble S(a,r) = {z € X : d(x,a) = r}.
Définition 1.30 (partie bornée, diametre) SoitA une partie non vide de X. Si 'ensemble {d(z,y) :

x € A, y € A} est une partie majorée de R, on dit que A est bornée. On définit alors le diamétre §(A)
de A en posant

d(A) = sup {d(:ﬂ,y) cx €A, ye A}

Proposition 1.31 Une boule (ouverte ou fermée) de rayon r d’un espace métrique est bornée et son
diamétre § vérifie § < 2r.

Remarque. Dans le cas d'un espace vectoriel normé, ¢ est égal a 2r. C’est faux pour un espace
métrique : dans 'exemple 1.9 d’un ensemble quelconque X muni de la distance discrete, pour tout x
dans X, la boule fermée B'(x, 1) et est de rayon 1, et de diameétre 1.

Définition 1.32 (segment, partie convexe d'un R-evn) Soit (E,| ||) un R-espace vectoriel normé.
Soient z et y deux éléments F.

1. On appelle segment [z,y] 'ensemble {)\w +(1-Ny: A€o, 1]}
2. Une partie A de E conveze si [z,y] C A pour tout x et y de A.

Proposition 1.33 Une boule (ouverte ou fermée) d’un R-espace vectoriel normé est convexe.

1.5.2  Distance entre deux parties

Définition 1.34 (distance a une partie) Soit A une partie de X non vide et x unh élément de X. On
appelle distance de A a x le réel noté d(A, x) défini par :

d(A,z) = Cibrellfq{d(a, z)}

Remarques.

1. C’est une borne inférieure, qui n’est donc pas toujours atteinte! Notamment, d(A,x) = 0 n’en-
traine pas forcément x € A.

2. On a d({a},z) = d(a,z).
Proposition 1.35 Soit A une partie non vide de X. L’application de X dans RT qui d x associe
d(A,x) est 1-lipshitzienne (donc continue...). Cela veut dire que pour tout x,y de X, elle vérifie

|d(A,z) — d(A, y)| < d(z,y)
Définition 1.36 (distance entre deux parties) Soient A et B deux parties de X non vides. On appelle
distance de A a B le réel d(A, B) défini par
d(A, B) = inf {d(a,b
(4,B) = inf {d(a,b)}
acA

Remarques.

1. C’est cohérent avec les définitions précédentes : on a d(A4, {z}) = d(A, x).

2. La encore, d(A, B) n’est pas forcément atteinte. En particulier, d(A, B) = 0 n’implique pas
ANB# 0.

Notions topologiques

Pour la suite, (X, d) désigne un espace métrique.



12 CHAPITRE 1. ESPACES METRIQUES

1.6.1 Voisinage d'un point

Définition 1.37 (voisinage) Soit a un élément de X. On appelle voisinage de a dans X toute partie
de X contenant une boule ouverte de centre a.

Notation. V(a) désignera I’ensemble des voisinages de a dans X.

Propriétés 1.38 1. Toute partie de X contenant un voisinage de a est un voisinage de a.
2. Toute réunion quelconque de voisinages de a est un voisinage de a.

3. Une intersection finie de voisinage de a est un voisinage de a.

1
Remarque. L'intersection (| B(a, —) est égale a {a}.
n

n>1
1.6.2  Ouverts, fermés
Définition 1.39 (ouvert) Soit O une partie de X. On dit que O est un ouvert de X si O est un
voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire si

(Vx € O)(Fry > 0) B(x,ry) C O
Définition 1.40 (fermé) Soit F' une partie de X. On dit que F' est un fermé de X si son complémen-
taire X \ F' dans X est un ouvert de X, c’est-a-dire si
(Vo ¢ F)(3ry > 0) B(z,ry) NF =10

Exemple 1.41 X et () sont des ouverts et des fermés de X.

Proposition 1.42 1. Toute boule ouverte est un ouvert de X.
2. Toute boule fermée est un fermé de X. (un singleton est un fermé de X )

3. Toute sphére est un fermé de X.

Propriétés 1.43 (stabilité)
1. La réunion quelconque d’une famille d’ouverts de X est un ouvert de X.
2. L’intersection finie d’une famille d’ouverts de X est un ouvert de X.
3. La réunion finie d’une famille de fermés de X est un fermé de X.

4. L’intersection quelconque d’une famille de fermés de X est un fermé de X.

Exemples (d’ouverts, de fermés).

1. Dans (R, | |), les intervalles | — 0o, a[, ]a, b, |b, +00[ sont ouverts. Les intervalles | — oo, a], [a, ],
[b, +00[ sont fermés. L’intervalle |1, 2] n’est n’y ouvert, ni fermé.

2. Dans un ensemble X muni de la distance discrete, les singletons sont ouverts : ce sont des boules
ouvertes de rayon 1/2, par exemple. On en déduit que toutes les parties de X sont ouvertes, et
que toutes les parties de X sont fermées.

3. Dans R? muni de la distance euclidienne ds, le premier cadrant C' défini par
C={(z,y) eR?*:2>0, y >0}
est ouvert un ouvert de R2. En effet, si (z,y) est dans C, la boule de centre (x,%) et de rayon

min{z,y} est dans C.

1.6.3 Intérieur, adhérence

Définition 1.44 (intérieur) Soit A une partie de X. La réunion des ouverts de X inclus dans A est
un ouvert de X inclus dans A. C’est le plus « gros » ouvert de X inclus dans A. On I'appelle intérieur
de A.

Notation. On note A I'intérieur de A. On a A C A.

Proposition-définition 1.45 Un point a est dit intérieur a A si a € fi, c’est-a-dire si
(Ir > 0) B(a,r) C A
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Remarque. A est un ouvert de X si et seulement si A = A

Définition 1.46 (adhérence) Soit A une partie de X. L’intersection des fermés de X qui contiennent
A est un fermé de X qui contient A. C’est le plus « petit » fermé de X qui contient A. On l'appelle
adhérence de A.

Notation. On note A I'adhérence de A. On a A C A.

Proposition-définition 1.47 Un point a est dit adhérent d A si a € A c’est-a-dire si toute boule
ouverte de centre a rencontre A.

Remarque. A est un fermé de X si et seulement si A = A.
Exemple 1.48 Dans (R, | |), donner 'intérieur et 'adhérence de la, b], [a,b], Q, R\ Q.
Propriétés 1.49 (stabilité) A et B sont deuz parties d’un espace métrique (X,d).

1 Sz'ACB,alors;lcé 3 ,ZiuécAGB

Si AC B, alors AC B ANBCc ANB
5 ANB=ANB , E\A=FE\A
AUB=AUB E\N\A=F\A

Remarque. L’inclusion AN DB C AN B est fausse. Dans R, prenons A = Q et B =R\ Q. On a
AN B =, mais AN B = R. De méme pour I'intérieur d’une réunion.

Proposition 1.50 (Intérieur et adhérence des boules dans un R-espace vectoriel normé)
Soit (E,|| ||) un R-espace vectoriel normé. Soient a dans E, et v > 0 un réel. Alors

1. B(a,r) = B'(a,r)

2. B'(a,r) = B(a,r)

Remarque. C’est faux pour un espace métrique. Prenons un ensemble X non vide muni de la distance
discrete. Une boule fermée de rayon 1 est de diametre 1.

Proposition-définition 1.51 (fronti¢re) On appelle frontiére de A notée Fr(A) le fermé A\ A. Un
point frontiére de A est un point de Fr(A).

Exemple 1.52 Dans (R, | |), déterminer la frontiére de Q, de |a, b] etc.

1.6.4 Partie dense
Définition 1.53 (partie dense) Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On dit que A

est dense dans X si A est égal & X c’est-a-dire si A rencontre tout ouvert non vide de X.
Exemples.

1. ]0,1] est dense dans [0, 1], avec la distance usuelle.

2. Q et R\ Q sont denses dans R, avec la distance usuelle.

3. Soit un entier n. On considere 'espace métrique R™, avec la distance infinie do, (ou toute distance
équivalente : dy, da, etc.) Alors Q™ est dense dans R™.

4. Dans R[X], avec la distance infinie do, Q[X] est une partie dense.

5. Dans 'espace métrique (C°([0,1],R),dw), on consideére le sous-ensemble P des fonctions po-
lynomiales a coefficients réels. D’apres le théoreme de Stone-Weirstrass, toute fonction f de
C%([0,1],R) est limite uniforme d’une suite p, de fonctions polynomiales de P. On a donc
doo(f,Pn) njoo 0. Toute boule ouverte de centre f rencontre donc P : P est dense dans

c°([0,1],R).
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CHAPITRE 2

ESPACES TOPOLOGIQUES

Définitions

Définition 2.1 (topologie d'un espace métrique) Soit (X, d) un espace métrique. On appelle topologie
de X lensemble des ouverts de X.

Définition 2.2 (topologie, espace topologique) X est un ensemble. On appelle topologie de X un
ensemble noté O de parties de X vérifiant les trois propriétés :

1. O est stable par réunion quelconque,

2. O est stable par intersection finie,

3. 0 et X appartiennent a O.
On appelle le couple (X, Q) un espace topologique.
Définition 2.3 (ouvert d’un espace topologique) Soit un espace topologique (X, Q). On appelle ou-
vert de X tout élément de O.
Exemples.

1. Si X est un ensemble, P(X) et {(), X} sont deux topologies sur X.

2. Un espace métrique (X, d) est un espace topologique.

3. Sur 'ensemble X égal & {1, 2}, les topologies possibles sont P(X), {0, X}, {0, X, {1}} et {0, X, {2} }.

Propriétés
Proposition 2.4 Soit X un ensemble, di et dy deuzx distances équivalentes sur X. Alors ces deux

distances définissent la méme topologie sur X (i.e. définissent la méme notion d’ouvert de X ).

Proposition 2.5 (topologie produit) Soit (Xi,d1),...,(X1,d,) des espaces métriques, et soit X le
produit cartésien X1 X --- X X,, muni de la distance infinie ds.. Soit A une partie de X. L’ensemble
A est un ouvert de (X,0c) si et seulement si pour tout a = (ay,...,a,) de A, et tout 1 < i < n, il
existe un ouvert O; de (X;,d;) tel que a; € O; pour tout i, et O1 X -+ x O, C A.

Distance induite. Topologie induite.

Soit (X, d) est un espace métrique et A une partie non vide de X. On a vu que 'on peut restreindre
la distance d & A. On obtient une distance induite notée d4 ce qui fait de (A, d4) un espace métrique.
On peut donc y définir les notions de boules ouvertes de A. On note By (a,r) une boule ouverte de A
(pour a € A, et r > 0). On a

By(a,r) ={x € A:ds(z,a) <r}=DB(a,r)NA
Remarques.
1. Ne pas confondre boule ouverte de X incluse dans A, et boule ouverte de A.

2. By(a,r) est bornée, et son diametre n’est pas forcément égal a celui de B(a,r).
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(A,d4) étant un espace métrique, possede une topologie O 4 appelée topologie induite sur A, c’est-
a-dire une notion d’ouvert de A, puis de fermé de A, de voisinage dans A. La proposition suivante
précise le lien entre la topologie induite O 4 et la topologie O de X.

Proposition 2.6 (topologie induite)

1. Les ouverts de A sont les ensembles de la forme O N A, ot O est un ouvert de X.

2. Les fermés de A sont les ensembles de la forme FFN A, ou F est un ouvert de X.

3. Les voisinages de a dans A sont les ensembles de la forme VN A, ot V est un voisinage de a

dans X.
Remarque. Etre prudent, précis, lorsque 1’on manipule ces notions.
Exemples. Dans R, avec A =]0, 1] U {2} et la distance usuelle.
1. A est un ouvert de A.
2. {2} est un ouvert de A, et aussi un fermé de A. On a {2} = AN B(2,1/2).

3. ]0,1] est un ouvert de A, et aussi un fermé de A.
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SUITES

Suite convergente. Limite

3.1.1 Définitions

Définition 3.1 (suite) Soit X un ensemble. On appelle suite d’éléments de X toute application u de
N dans X.

Notation. On note souvent (uy),>o la suite u, et X I'ensemble des suites d’éléments de X.

Définition 3.2 (suite convergente) Soit (X, d) un espace métrique, et £ dans X. La suite (up)n>0 de
XN converge vers { si

(Ve > 0)(Ing(e) € N)(Vn € N) si n > ng(e), alors d(uy,,?) < €

c’est-a-dire si

lim d(up,f) =0

n—+4oc
Remarques.
1. On calcule tout simplement la limite de la suite de réels positifs (d(un,ﬁ))n>0.
2. Pour une suite, la notion de convergence dépend fortement de la distance choisie sur X, mais est

invariante par changement de distance équivalentes : si d; et do sont deux distances équivalentes

sur X, alors la suite u, converge vers ¢ dans (X, d;) si et seulement si elle converge vers ¢ dans
(X, da).

Proposition 3.3 (limite) Si ¢ existe, £ est unique. On lappelle la limite de la suite (un)n>0.

Notation. On note alors lim wu, = /¢. Ca n’est qu'une notation !
n—-+4o0o

Exercice. Dans R, étudier la convergence des suites u, = +

=5 Un = 2+ uy avec la distance euclienne
dy, la distance discrete dg et la distance dgyor.

3.1.2 Propriétés

Proposition 3.4 Il y a équivalence entre
1. La suite (un)n>0 converge vers £.
2. (Vr > 0)(3no(r) € B)(Vn € N)(n = no(r) = u, € B({,1))
3. Pour tout r > 0, l’ensemble {n € N: u,, ¢ B({,r)} est fini.

Proposition 3.5 Soient (X1,d1),...,(Xp,dp) des espaces métriques. Soit (U™),>0 une suite d’élé-
ments de (X,d0) ot X désigne le produit X1 x --- x Xj,. On note (uf,...,uy) les coordonnées de
la suite (U™)p>0. Alors, la suite (U™)p>0 converge vers ({1,...,¢p) si et seulement si pour tout i de
{1,...,p} la suite (ul)n>0 converge vers ;.

7

Suite extraite. Valeurs d’adhérence

Définition 3.6 (suite-extraite) Soit X un ensemble, et (uy,)n>0 une suite d’éléments de X. On appelle
suite extraite (ou sous-suite) de la suite (up)n>0 toute suite (v,)n>0 01 vy = Uy(,) pour tout entier n,
et oll  est une application strictement croissante de N dans N.
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Proposition-définition 3.7 Soit (X, d) un espace métrique et (uy)n>0 une suite d’éléments de X.
On dit que a est valeur d’adhérence de la suite (uy,)n>0 si 'une des propositions équivalences suivantes
est vérifiée :

1. a est limite d’une suite extraite de la suite (uy)n>0-
2. Pour tout > 0, 'ensemble {n € N: u,, € B(a,r)} est infini.
3. (Vr > 0)(Vn € N)(Ing = n) uy, € B(a,r)
Lac N Tmpsn)
neN
Remarques.
1. L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite est donc un fermé de F.

2. Si une suite converge vers a, elle a une seule valeur d’adhérence : a. La réciproque est fausse
(considérer la suite u,, définie par u, = 1 pour n pair et u, = n pour n impair).

Caractérisation séquentielle des fermés

Proposition 3.8 Soit (X,d) un espace métrique, A une partie de E, et a dans X. L’élément a est
dans l'adhérence de A si et seulement si a est limite d’une suite de points de A.

Proposition 3.9 A est un fermé de X si et seulement si toute suite d’éléments de A convergente
(dans X ) a sa limite dans A.

Exercice (Caractérisation de la borne supérieure). Si A partie de R non vide majorée, montrer :
M est un majorant de A
M = supA = M e A (ie M = lim a, avec a, € A)

n—-+o00

Suites de Cauchy. Parties completes d'un espace métrique

3.4.1 Suites de Cauchy

Définition 3.10 (suite de Cauchy) Soit (X, d) un espace métrique, (uy,)n>0 dans X", La suite (1, )n>0
est de Cauchy dans (X,d) si

(Ve > 0)(Ing(e) € N)(V(n,p) € N2) n =ng(e) et p = no(e) = d(un,up) < e
Proposition 3.11

1. Soient di et do deux distances équivalentes sur X, et u une suite d’éléments de X. Alors u est
de Cauchy dans (X, dy) si et seulement si elle est de Cauchy dans (X, ds).

2. Toute suite de Cauchy est bornée.
3. Une suite convergente est de Cauchy.

4. Une suite de Cauchy ayant au moins une valeur d’adhérence est convergente.

3.4.2 Parties completes.

Définition 3.12 (espace métrique complet) Soit (X,d) un espace métrique. (X,d) est complet si
toute suite de Cauchy de X est convergente (dans X).

L’exemple de référence d’espace métrique complet est R, muni de la distance usuelle. L’intérét des
espaces complets vient du fait qu’ils sont relativement nombreux, et qu’ils permettent d’étudier la
convergence des suites sans connaitre précisément leurs limites. Par exemple, en sachant que R est
complet, il est facile de montrer que la suite %2 + 2% + -4 % est convergente, tandis qu’il n’est pas

facile de calculer que sa limite, qui vaut %2.
Définition 3.13 (partie compleéte) Soit (X, d) un espace métrique, et A une partie de X. On dit que

A est une partie compléte de X si A muni de la distance induite d4 est complet, i.e. si toute suite de
Cauchy de points de A est convergente dans A..
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Exemples.
1. Avec la distance usuelle, [0, 1] est une partie compléte de R : toute suite de Cauchy de [0, 1] est
aussi une suite de Cauchy de R, donc a une limite. Comme [0, 1] est fermé, cette limite est dans
[0, 1].
2. ]0, 1] n’est pas une partie compléte de R. La suite 1/n est de Cauchy dans |0, 1], mais ne converge
pas dans |0, 1].
Propriétés 3.14 1. Une partie compléte d’un espace métrique (X,d) est un fermé de X.

2. Soit (X,d) un espace métrique complet, et A une partie de X. A est compléte si et seulement si
A est un fermé de X.

3. Soient dy et do deux distances équivalentes sur X. Alors (X,dy) est complet si et seulement si

(X, ds) Uest.
Proposition 3.15 (produit cartésien d’espaces métriques) Soient (X1,d1),...,(Xp,dp) des espaces
métriques complets. Alors X1 x --- x X, muni de la distance infinie vo (ou v1, ou v3) est complet.

Exemples d’espaces complets

Exemple 3.16 (Exemple fondamental 1) Muni de la distance usuelle, R est complet.

Exemple 3.17 Pour tout entier n, (R",d), (R",d1) et (R™,ds) sont complets : c’est un corollaire
immédiat de la Proposition 3.15. En particulier, pour n égal a 2, on obtient que C est complet, avec
la distance issue du module.

Exemple 3.18 (Exemple fondamental 2) Soit A un ensemble quelconque non vide (en pratique R ou
N) et (X, d) un espace métrique. Si f est une fonction de A dans X, ont dit que f est bornée sur A si
son image f(A) est une partie bornée de X. On considére une B(A, X) I'ensemble des fonctions de A
dans X qui sont bornées sur A. Pour f et g dans B(A, X), on définit

doo(fr9) = sup {d(f(f'«“)vg(w))}‘

C’est une distance sur B(A4, X).

Définition 3.19 (convergence uniforme d’une suite de fonctions) Soit (fy,)n>0 une suite de fonctions
de B(A, X) et f dans B(A, X). On dit que la suite de fonctions (fy,)n>0 converge vers f uniformément
sur A si la suite f,, converge vers f dans (B(A, X),ds), ¢'est-a-dire si

doo(frs [) — 0

n—-+o0o
Théoréme 3.20 Si (X, d) est complet, alors (B(A,X),doo> est complet.

Exemple 3.21 Dans l'exemple précédent, si A = N et X = R muni de la distance usuelle, alors
B(A, X) = £>*(N,R). L’espace métrique (¢>°(N,R),ds) est complet. Dans ce cas, on a

doo(u,v) =sup | up — vy | .
n>0
Exemple 3.22 Dans l'exemple 3.18, si A = [0, 1], et X = R, alors B(A, X) est ’ensemble des fonc-
tions de [0,1] dans R qui sont bornées. Puisqu’une fonction continue sur le segment [0, 1] est bornée,
C°([0,1],R) est un sous-ensemble de B(A, X). Rappelons que la limite d'une suite de fonctions de
C°([0,1],R) qui converge uniformément sur [0, 1] est continue. On en déduit que C°([0,1],R) est un
fermé de B([0,1],R). L’espace métrique (C°([0,1],R), do) est donc complet.

Exercices. Montrer qu'un ensemble muni de la distance discréte est complet. Montrer que R avec la
distance d suivante n’est pas complet :

|z —y|
d(z,y) = .
(z,y) (1 +x2)1/2(1+y2)1/2
Montrer que | — 1, 1] avec la distance 0 suivante est complet :

d(z,y) =| tan . — tan

3/7T|
2 2
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Complété d’'un espace métrique

Les nombres rationnels forment un espace métrique avec la distance euclidienne. Il n’est pas complet
puisque v/2 est limite d’une suite (de Cauchy) de rationnels, mais c’est un sous-espace de R, qui lui,
est complet. Plus généralement, nous allons voir qu’un espace métrique peut toujours étre complété,
au sens suivant :

Définition 3.23 (complétion) Soient (X,d) et (X*,d*) deux espaces métriques. On dit que (X*, d*)
est une complétion de (X, d) si

1. (X, d) est un sous espace de (X*, d*) (i.e. X C X* et d est la distance induite par d* sur X),

2. tout point de X* est limite d’une suite de point de X (i.e. X est dense dans X*),

3. (X*,d*) est complet.

Exemples.
1. [0,1] est une complétion de |0, 1[, avec la distance usuelle.
2. Muni de la distance usuelle, R est une complétion de Q puisque R est complet et que Q = R.

3. D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, toute fonction continue de [0,1] dans R est limite
uniforme d’une suite de polynoémes. D’autre part, (C°([0,1],R), do) est complet d’apres le para-
graphe précédent. Donc (C°([0,1],R), dw) est une complétion du sous-espaces de ses fonctions
polynomiales.

Théoréme 3.24 Soit (X,d) un espace métrique. X posséde une complétion X*, et deux complétions
de X sont isométriques. On appelle X* le complété de X.
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APPLICATIONS CONTINUES

Limite d’une application

Définition 4.1 (limite d’'une application) Soient (X, d) et (Y,d) deux espaces métriques, A est une
partie non vide de X, a un élément de A, b de Y et f une application de A dans Y. On dit que f tend
vers b quand x tend vers a suivant A si
(Ve > 0)(3a(e) > 0)(Vx € AN B(a,«)) f(x) € B(b,e)
ou encore si
(Ve > 0)(3a(e) > 0)(Vx € A) si d(z,a) <, alors 0(f(x),b) <e.

On note alors P_r)r}lf(:n) =b.
x€A

Remarques.
1. f n’est pas forcément définie au point a.

2. La notion stable par changement de distances équivalentes dans X ou Y.
Proposition 4.2 Lorsqu’elle existe, la limite est unique.

Proposition 4.3 (caractérisation séquentielle) f est une application de A dans Y, a est dans A et b
dans Y. Alors f tend vers b en a suivant A si et seulement si pour toute suite (an)n>0 de points de A

qui converge vers a, la suite (f(an))n>0 converge vers b.
=

Proposition 4.4 1. (produit) Soient (X1,d1),...,(Xa,dp) et (Y,0) des espaces métriques. Si X =
X1 x -+ x Xp est muni de la distance infinie Voo, si (b1,...,by) est dans X et si f associe d tout
x de X Uélément (fi1(x),..., fp(z)) de Y, alors

%ng(m) = (b1,...,bn) si et seulement si Vi€ {1,...,p} %g)r}lfl(a:) =1
zeX reX
2. (composition) Soient (X, dy1), (Xa,d2) et (X3,d3) trois espaces métriques, A une partie non vide
de X1, a dans A, B une partie non vide de Xo, b dans B, ¢ dans X3, f une application de A
dans X et g une application de B dans X3 avec f(A) C B.
Si Jllg(llf(ac) =b et Zlg%g(y) =c¢, alors %gr(llg o f(x) =rc.
.’L'GA r€B CL’GA

Continuité

(X,d) et (Y, ) désignent deux espaces métriques et A une partie non vide de X.

Définition 4.5 (continuité « locale ») Soient a un élément de A, f une application de A dans Y. On
dit que f est continue au point ssi

lim /(@) = f(a)
z€EA
ie si

(Ve > 0)(3a(e)) (Vo € A) si d(z,a) < ale) alors 6(f(z), f(a)) <e



4.3

4.4

22 CHAPITRE 4. APPLICATIONS CONTINUES

Remarques. 1. Notion stable par changement de distances équivalentes (sur X ou Y).
2.Siaec A \ A et si f tend vers b en a suivant A, on peut prolonger f par continuité & AU {a} en
posant f(a) égal a b.

Définition 4.6 (continuité « globale ») Une application f de A dans Y est continue sur A si f est
continue en tout point de A.
Propriétés 4.7 (stabilité) 1. (restriction) si f est continue sur A, f est continue sur tout B C A.

2. (composition) soit (Z,v) un espace métrique, B une partie non vide deY', f de A dansY continue
sur A et g de B dans Z continue sur B avec f(A) C B. Alors go f est continue sur A.

3. (fonctions d valeurs dans un espace produit) siY =Yi x --- xY), est muni de la distance infinie,
et f est une fonction de A dans Y qui a x associe (fi(z),..., fp(x)). Alors f est continue sur A
si et seulement si chaque f; est continue sur A.

Exemple 4.8 A z on associe une matrice carrée de taille 2 en .

Caractérisation séquentielle de la continuité

Théoréme 4.9 Soit f une application de A dans Y. Alors f est continue sur A si et seulement si
pour tout a dans A et toute suite (ap)n>0 de AN qui converge vers a, la suite (f(an))n converge vers

f(a).

Proposition 4.10 (cas des fonctions a valeurs réelles) Soit (X,d) un espace métrique, f et g deux
fonctions continues de X dans R, et X\ un réel. Alors f + g, A\f et f x g sont continues (i.e. C(X,R)
est une R-algébre). De plus, 1/f est continue sur son domaine de définition.

20

Exemple 4.11 Toute fonction polynémiale de (R"™, || ||oo) dans (R, | |) est continue sur R™.

Caractérisation topologique de la continuité

Théoréme 4.12 Soit f de A dans Y. Il y a équivalence entre :
1. f est continue sur A.
2. L’image réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de A.
3. L’image réciproque par f de tout fermé de Y est un fermé de A.
Remarque. Le théoréme 4.12 est un bon moyen pour montrer qu’une partie A d’un R-espace vectoriel

normé E est un ouvert (ou un fermé) de E, I'idée étant de trouver une équation ou inéquation (ou un
systéme) caractérisant A.

Exemples. Soit f de (X,d) dans R continue sur X.

1. L’ensemble {z € X : f(z) = 0} est un fermé de X. C’est le cas du graphe de ’hyperbole défini
par {(z,y) € R? : 2y = 1}.
2. L’ensemble {z € X : f(x) > 0} est un ouvert de X.
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COMPACITE

Définitions, propriétés

Définition 5.1 (recouvrement, sous-recouvrement) Soit F un ensemble et A une partie de £E. On
appelle recouvrement de A toute famille {A; : i € I} de parties de E telles que A C U;c; Ai. On dit
alors que {A; : ¢ € I'} recouvre A. Si {A; : i € I} est un recouvrement de A, un sous-recouvrement de
{A; :i € I} est une famille {A4; : i € J} avec J C I qui recouvre A.

Par exemple, la famille d’intervalles {[—r,r] : » € RT} est un recouvrement de R, et {[—n,n] :
n € N*} en est un sous-recouvrement. La famille {] — 1 + %, 1- %[ :n > 1} est un recouvrement de
I'intervalle | — 1, 1].

Proposition-définition 5.2 (partie compacte) Soit (X, d) un espace métrique, et A une partie de
X. On dit que A est une partie compacte de X si 'une des propositions équivalentes suivantes est
vérifiée :
1. (Bolzano-Weierstrass) de toute suite de points de A, on peut extraire une sous-suite convergente
dans A (i.e. toute suite de points de A a une valeur d’adhérence dans A).

2. (Borel-Lebesgue) de tout recouvrement de A par des ouverts de A, on peut extraire un sous-
recouvrement fini.

3. de toute intersection vide de fermés de A on peut extraire une sous-intersection vide finie.
Remarque. Notion stable par changement de normes équivalentes.

Proposition 5.3 (propriété des parties compactes) (X,d) est un espace métrique.
1. Une partie compacte de X est fermée et bornée.
2. Une partie compacte de X est complete.

3. Un fermé de X inclus dans une partie compacte de X est une partie compacte de X.

Proposition 5.4 (obtention de compacts) (X, d) est un espace métrique.
1. Une intersection quelconque de parties compactes de X est une partie compacte de X.
2. Une réunion finie de parties compactes de X est compacte.

3. Soient (X1,d1),...,(X,, X}) des espaces métriques. On muni X = X1 x --- x X, de la distance
infinie dos. Si A; est une partie compacte de X; (pour tout i € {1,...,p}) alors Ay x --- x A
est une partie compacte de X.

Corollaire 5.5 Les parties compactes de R" (muni de d, di, ou dy) sont les fermés bornés.

Exemples. 1. Dans (R, | |), un segment fermé [a, b] est compact.
2. (R, | |) n’est pas compact.
3. Une réunion finie de boule fermée dans (R?,ds) est compacte.

4. Dans (M, (R),dx), le groupe des matrices orthonogonales O, (R) défini par {M € M,(R) :
MM = id}, et le sous-groupe SO, (R) défini par {M € O, (R) : det(M) = 1} sont compacts.
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Compacité et continuité

Proposition 5.6 (image continue d’un compact) Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques, A
une partie compacte de X et f une application continue de A dans Y. Alors f(A) est une partie
compacte de Y.

Proposition 5.7 (Heine) Soient (X,d) et (Y,0) deuz espaces métriques, A une partie compacte de
X et f une application de A dans Y. St f est continue sur A, elle est uniformément continue sur A.

Cas des fonctions a valeurs réelles

Proposition 5.8 (fonction continue sur un compact) (X,d) un espace métrique, A une partie com-

pacte de X non vide, f une fonction de A dans R continue sur A. Alors [ est bornée et atteint ses

bornes, ie les quantités m = ingf(a;) et M = supf(x) existent et il y a un coupe (xo,yo) de A? tel que
z€ €A

m = f(xo) et M = f(yo)-

Corollaire 5.9 1. (E,|| |[g) et (F,| ||r) sont deuzr R-espaces vectoriels normés, A une partie
compacte de E non vide et f une application continue de A dans F. Alors 1H£||f((13)”p et
e

M = sup||f(z)||F existent et sont atteints.
z€A

2. a et b deux réels. Soit E lespace C([a,b], F') des fonctions continues de [a,b] dans F. ||f|lcc =
supl| f(z)||r définit bien une norme sur E.
€A

3. Si A est une partie compacte de E, C(A, F') est un sous-espace vectoriel de B(A, F).

Remarque. De nombreux problémes d’existence (analyse, géométrie) peuvent se résoudre en étant
interprétés en terme de min ou max d’une fonction continue sur un compact.



